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Forberedelsesmateriale til stx-A MATEMATIK 2022

Der skal afsattes 6 timer af holdets seedvanlige uddannelsestid til, at eleverne kan arbejde med
forberedelsesmaterialet forud for den skriftlige prove.

Ved den skriftlige prove kan indhold og metoder fra forberedelsesmaterialet indga i opgaver i begge
delprover.

Materialet indeholder teori, eksempler og evelser i tilknytning til emnet “Keglesnit”.

Alle hjlpemidler er tilladt, og det er tilladt at modtage vejledning under arbejdet med dette
forberedelsesmateriale.

Resultaterne af arbejdet med dette forberedelsesmateriale ber medbringes til delprove 2 af den skriftlige
prove. Hvis der til delpreve 1 kreeves kendskab til seerlige definitioner og formler, vil der vaere
indstiksark til formelsamlingen. Disse indstiksark udleveres til eksamen sammen med opgaverne. De findes
ogsa til slut 1 dette materiale.

I bilag 1, 2 og 3 findes der korte vejledninger til arbejdet med keglesnit i programmerne

Nspire, GeoGebra og Maple.

Det foreliggende materiale er gaeldende for eksamen maj-juni 2022, august 2022 og december 2022.
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Indledning

I forberedelsesmaterialet er der bdde avelser og opgaver. Qvelserne er tenkt som hjelp til forstaelse af
teorien, herunder beviser for nogle af setningerne. Opgaverne er vejledende eksempler pa de opgaver, der
kan komme til den skriftlige eksamen. | forberedelsesmaterialet anvendes forskellige typer af farvede bokse.
Se eksempler pa farvekoderne her:

Definition

Eksempel

Satning

Ovelse @velserne er teenkt som hjlp til forstaelse af teorien, herunder ogsé beviser for nogle af
setningerne.

Opgave Opgaverne er vejledende eksempler pa de opgaver, der kan komme til den skriftlige
Y- eksamen. Opgaver markeret med et tastatur kan kun forekomme i delpreve 2.

Opgaver markeret med hind og blyant kan forekomme i begge delprover.
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Den generelle andengradsligning

Den matematiske beskrivelse af figurer
som cirkler, ellipser, parabler og hyperbler
gar helt tilbage til oldtidens graeske
matematik. Disse figurer blev af bl.a.
Apollonius (ca. 200 ar f.v.t.) beskrevet
geometrisk i form af keglesnit. Med
keglesnit forstas de kurver, der frem-
kommer som skaringskurver mellem
overfladen af en kegle og en plan. Der
dannes forskellige figurer athengigt af,
hvilken vinkel den skarende plan danner
med keglens symmetriakse. Figuren til
hgjre viser de forskellige geometriske
figurer, der kan dannes ved et keglesnit.
Laeg merke til, at nar to kegler placeres
ovenpa hinanden, sa falder hyperblen i to
dele, mens de gvrige kurver dannes af et
snit med kun den ene kegle.

hyperbel

Keglesnittenes sarlige egenskaber er siden oldtiden blevet anvendt inden for sa forskellige omrader
som parabolantenner, nyrestensknusere, navigation, arkitektur og beskrivelse af planetbaner. Disse

anvendelser vender vi tilbage til senere i materialet.

For at beskrive figurerne nermere indforer
vi notation og mal for keglen og den
skaerende plan.

Vi lader S betegne keglens symmetriakse,
T betegne keglens toppunkt og « betegne
vinklen mellem symmetriaksen og en ret
linje langs keglen gennem 7. For planen
lader vi @ betegne vinklen mellem planen
og symmetriaksen S. Vi tillader ikke, at
planen gar gennem toppunktet 7. Se
figuren til heojre.

De forskellige kurver, der fremkommer,
hvor planen snitter keglen (se figuren
overst til hejre), kan nu kategoriseres:

1. Cirkel: 8=90°
2. Ellipse: 8>«

3. Parabel: 0=«

4. Hyperbel: <« .

Bemerk, at 0° <a <90° og 0°<d<90°.

S

/5
\

De fire typer af kurver kendes ogsé fra andre sammenhange. For eksempel kendes parablen som graf

for en funktion med forskriften f(x)=a-x* eller en parallelforskydning heraf. Keglesnittene har

dog en raekke interessante egenskaber, som ikke kommer sa tydeligt frem, nar man betragter dem
som grafer for funktioner i et koordinatsystem. Man kan for eksempel arbejde med parabler med

vandret symmetriakse, hvis de beskrives som keglesnit fremfor som graf for funktioner.

Side 4 af 25



Vi indferer nu en mere generel beskrivelse af de fire kurver.

De fire kurver kan alle beskrives algebraisk ved den generelle andengradsligning i to variable
Ax* + Bxy+Cy* + Dx+Ey+ F =0,

hvor 4, B, C, D, E og F er konstanter. Mindst én af konstanterne 4, B og C skal vere forskellig fra 0.
Grafisk kan denne ligning give sé forskellige kurver som parabel, cirkel, ellipse og hyperbel. Hvilken kurve
der er tale om, athanger af verdierne for de seks konstanter. Gennem eksperimenterne i gvelserne nedenfor
undersoges det, hvilken betydning de forskellige konstanter har for kurvens udseende.

Ovelse 1 Antag i denne gvelse,at B#0.Lad A=C=D=E=1 og F=-1.
Variér B 1 intervallet [— 4; 4], og beskriv, hvilke kurver du far.

I den resterende del af materialet vil vi kun betragte situationer, hvor B=0.

Ovelse 2 For at undersoge kurven for den generelle andengradsligning
Ax" + Bxy +Cy’ + Dx + Ey + F =0 sattes i det folgende 4=1 og B=0. Tegn kurven
ved at oprette skydere for C, D, E og F'i dit veerktgjsprogram.

a) Set D=0, E=0 og F=-1. Variér Ci intervallet [—4;4], og beskriv, hvilke
kurver du far. Hvad skal C vere, for at du far en cirkel?

b) Swt C=1, D=0 og E=0. Variér F i intervallet [4;4], og beskriv, hvilke
kurver du far. Hvilke vardier af F giver ikke en kurve?

¢) Sat C=1, E=0 og F =0. Variér D, og beskriv, hvordan verdien af D sendrer
placeringen af kurven.

d) Sat C=1, D=0 og F =0. Variér E, og beskriv, hvordan verdien af E a&ndrer
placeringen af kurven.

Vi vil nu give en udferlig beskrivelse af cirklen, ellipsen og parablen. Hyperblen behandles ikke
yderligere.

Cirkel

Definition 1 Cirkel
En cirkel med centrum C og radius  er mangden af de punkter, der opfylder, at
afstanden til C netop er lig 7.

Cirklens ligning er allerede behandlet i undervisningen.

Cirklen med centrum i C(p,q) og radius r har ligningen

(x=pY+(—q) =r’
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Szetning 1  Cirklens ligning pa normalform

En cirkel med centrum i punktet C(p,q) og radius r er givet ved ligningen

_ 2 _ 2
(x 2p) LW 2q) 1
r r

Denne ligning kaldes cirklens ligning pa normalform.

Ovelse 3 Vis cirklens ligning pa normalform ved at dividere med 7 pa begge sider af ligningen

(x=pY+(y—q)=r

Eksempel 1 En cirkelligning pa normalform kan omskrives til den generelle andengradsligning i to
variable pa folgende méde:
En cirkel har nedenstdende ligning pa normalform

(=3 0+’ _,
4 4

Forst ganges igennem med navneren 4
(x=3+(y+2)° =4
Derefter anvendes kvadratsetninger pa de to parenteser

X’ —6x+9+)y" +4y+4=4
X’ —6x+9+y° +4y=0.

Man kan nu aflese de seks konstanter ved sammenligning med den generelle
andengradsligning:

A=1,B=0,C=1,D=—6, E=4 og F =9.

Ovelse 4 Cirklens ligning er givet ved (x—p)* +(y—q)’ =7".

a) Brug kvadratsetninger til at gange de to parenteser (x— p)’ og (y—¢)° ud.

b) Argumentér for, at cirklens ligning kan omskrives til
X’ +y —2px—2qy+p°+q° —r>=0.

¢) Sammenlign med den generelle andengradsligning
Ax* + Bxy+Cy* + Dx+Ey+ F =0,

og bestem de seks konstanter 4, B, C, D, E og F.
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Eksempel 2 Der er givet en andengradsligning i to variable x og y
x*+y*42x-12y-10=0. (1)

For at omskrive til cirklens ligning pa normalform anvendes en teknik kendt fra
tidligere, nemlig kvadratkomplettering.

Forst ses pa leddene indeholdende x, dvs. x° + 2x.
Vi ser, at dette udtryk indeholder kvadratet pa 1. led og det dobbelte produkti (x+1)°,
men der mangler si kvadratet pa 2. led. Derfor er

¥ +2x=(x+1)* 1% 2)
Tilsvarende kan leddene indeholdende y omskrives

y’-12y=(y-6)" -6 3)
Nu indsattes udtrykkene (2) og (3) i den generelle andengradsligning (1), og vi far

(x+1)° -1 +(y-6)-6"-10=0

(x+1)*+(y—6)°-47=0

(x+1)* +(y—6)* =47.
Divideres nu med 47 pa begge sider i ligningen, fas

2 A2
D’ =6’
47 47

Denne ligning beskriver cirklen med centrum C(—1,6) og radius » = J47 pa

normalform.

Opgave 1 En cirkel har centrum i C(1, 3) og radius 5.

a) Tegn cirklen i et vaerktejsprogram.
b) Opskriv cirklens ligning pa normalform.

¢) Omskriv cirklens ligning til den generelle andengradsligning i to variable, og
bestem de seks konstanter 4, B, C, D, E og F.

Opgave 2 En cirkel er bestemt ved den generelle andengradsligning i to variable

¥+ y +4x—2y—4=0.

a) Bestem cirklens centrum og radius.

b) Omskriv til cirklens ligning pa normalform.
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Ellipse
Ellipsen kan pad samme made som cirklen defineres ud fra geometriske egenskaber. Ellipsen defineres
modsat cirklen ikke ud fra centrum, men ud fra to sakaldte breendpunkter F, og F,.

Ellipsens centrum C ligger midt imellem braendpunkterne.

Planetariet i Kobenhavn. Planetarium.dk

Definition 2 Ellipse
En ellipse med breendpunkterne F, og F, er mangden af de punkter P, der opfylder, at

summen af afstandene fra P til F; og F, er lig en konstant &:
| PEy | +| PF, |= k.

PF, og PF, kaldes breendstradler. Dermed er summen af brendstrélernes leengde lig en
konstant k.

Ellipsen har ikke nogen fast radius som en cirkel.
I stedet indferer man to akser:

Storaksen 2a og lilleaksen 2b, hvor a > b.

Den halve storakse @ og den halve lilleakse b kaldes for
halvakserne.
Figuren viser ellipsen, centrum C og de to halvakser a og b.

Ovelse 5 Tegning af ellipser med papir og blyant
Man kan tegne en ellipse i hdnden ved hjzelp af to
knappenale og en snor med l&ngden £. Snorens
endepunkter fastgares i ellipsens to brendpunkter
(snorens leengde skal vere storre end afstanden
mellem brendpunkterne).

a) Trak snoren ud, og tegn ellipsen ved at
treekke blyanten rundt, mens snoren holdes
stram.
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Ovelse 6

Opgave 3

Sammenhzng mellem & og a
P4 figurerne ses en ellipse med de to breendpunkter F, og F,. Summen af afstandene

fra et vilkarligt punkt P pé ellipsen til hvert af de to brendpunkter er konstant lig £.

P
AWAZ

Pa figuren til hejre er ellipsens storakse 2a indtegnet. Desuden er skeringspunkterne
A, og A, mellem storaksen og ellipsen markeret.

a) Argumentér med udgangspunkti 4, og 4, for, at k =2a.

En ellipse har brendpunkterne F(-3,0) og F,(3,0).
Punktet P(2,2) ligger pa ellipsen.

a) Benyt et varktejsprogram til at tegne ellipsen.

b) Bestem ellipsens skaringspunkter med forste- og andenaksen.

I det folgende ser vi kun pé ellipser med centrum i (0, 0) og breendpunkter pé forsteaksen.
Nér man kender halvakserne a og b for en ellipse, sa kan brendpunkterne bestemmes ved falgende formel.

Saetning 2

Ovelse 7

Brandpunkter

En ellipse med centrum C(0,0), den halve storakse @ og den halve lilleakse b har
braendpunkter med koordinatsattene

F,(— az—bz,O) og F2( az—bz,O).

Bevis for s@tning 2
En ellipse har centrum C(0, 0), den
halve storakse a og den halve lilleakse b.

a) Gor rede for, at ellipsen skarer
koordinatakserne i punkterne
S(0,-b), T(0,b), P(—a,0) og

0(a,0).
b) Udnyt symmetri i ellipsen til at

gore rede for, at lengden af de to
brendstraler fra T er lig a:

|FT|=|ET|=a.

c) Ger ved hjelp af Pythagoras’ saetning rede for, at brendpunkterne har
koordinatsaettene

Fl(—\/aZ ~p2, o) og Fz(\/aZ —bz,O).
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En ellipse skarer koordinatakserne i (0,—3), (0,3), (-5,0) og (5,0).

a) Bestem ellipsens to halvakser a og b.

b) Bestem koordinatsattet til hvert af de to breendpunkter 7, og F;,.

Satning 3  Ellipsens ligning pa normalform
En ellipse med centrum C(0,0), den halve storakse a og den halve lilleakse b er givet
ved ligningen

x2 yZ
? “F b_2 = 1
Denne ligning kaldes ellipsens ligning pa normalform.

I tilfeeldet, hvor ellipsen ikke har centrum i C(0,0), ser ellipsens ligning p& normalform lidt

anderledes ud, men det falder uden for dette materiales fokus. Bemerk, at hvis F, = F,, sder a=b,
2 2
og dermed fas ligningen x_2 + y—z =1 eller x* +y* =a’. Med andre ord sa gzlder, at en ellipse med
a a

to sammenfaldende brendpunkter er en cirkel med radius a.

Ovelse 8 ) o X2 2 ) )
Argumentér for, at keglesnittet med ligningen = + = =1 ikke er en cirkel.

Eksempel 3 Man kan omskrive ellipsens ligning til den generelle andengradsligning i to variable pa

folgende made.
2 2

En ellipse er givet ved ligningen T 2.

4

Vi afleser den halve storakse til a =4 og den halve lilleakse til 5 = 2.
For at omskrive til den generelle andengradsligning i to variable ganges der igennem
med 16, hvorefter ligningen reduceres, sa alle led stir pa venstre side:

x*+4y° =16

x> +4y* -16=0.
Ved sammenligning med den generelle andengradsligning ses, at
A=1,B=0,C=4,D=0,E=00g F=-16.

Man kan naturligvis ogsa omskrive den modsatte vej fra den generelle
andengradsligning i to variable til ellipsens ligning.

Andengradsligningen pé formen x> +9y* —36 =0 fremstiller en ellipse.
Det kan vi se af folgende omskrivninger:

¥ +9y°-36=0 Laeg 36 til pa hver side af lighedstegnet
x*+9y° =36 Dividér med 36

2 2
X v _ Forkort mest muligt | Hjeelp: R Lz
36 36 36 4 2

2 2
2—2 + )2}—2 =1. Nu er ligningen skrevet pa normalform.

Ligningen fremstiller altsa ellipsen med centrum (0, 0) og halvakserne a=60g b=2.
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Opgave 5  En ellipse har centrum C(0,0), den halve storakse a =12 og den halve lilleakse
b=2.

a) Opskriv ellipsens ligning pa normalform.

b) Tegn ellipsen i et vaerktejsprogram.

¢) Omskriv ellipsens ligning til den generelle andengradsligning i to variable, og
bestem de seks konstanter 4, B, C, D, E og F.

Opgave 6 En ellipse er bestemt ved den generelle andengradsligning i to variable

4% +36)° —144=0.

a) Gor rede for, at ligningen beskriver en ellipse.

b) Bestem koordinatsattene til ellipsens breendpunkter.

Tangent til ellipse

Mange anvendelser af ellipser bygger pa sarlige egenskaber ved ellipsens tangenter. Der galder, at en
lysstrale udsendt fra det ene braendpunkt i en ellipse reflekteres i en af ellipsens tangenter, sa den
rammer det andet breendpunkt.

Ligningen for tangenten til en ellipse kan udledes ud fra parameterfremstillingen for ellipsen.

Fra undervisningen kendes parameterfremstillingen for en cirkel.

Ellipsen har en parameterfremstilling, som minder meget om cirklens.

Ovelse 9 . X 4-cos(r)
a) Tegn grafen for parameterfremstillingen = ) , 0<r<2n.
b% 3.-sin(¢)

2 2
b) Tegn ellipsen med ligningen z—z + )3/—2 =1.

¢) Sammenlign de to figurer.

Satning4 Parameterfremstilling for ellipsen
Ellipsen med centrum (0,0) og med halvakserne a og b har parameterfremstillingen

(x] (a : cos(t)]
= ) , 0<¢<2m.
y b -sin(¢)

Eksempel 4 Grafen for parameterfremstillingen

X 7 -cos(?)
= . , 0<¢<2n
y 2 -sin(¢)
er en ellipse med halvakser a=70g b=2.
Ellipsens ligning kan nu bestemmes til

2 2

X y_l

72
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Saetning 5

Eksempel 5

Ellipsetangent
Lad P(x,,y,) vare et punkt pa ellipsen

2 2
givet ved ligningen x_z 4 y_2 =1.
a

En ligning for tangenten til ellipsen i P er

da givet ved XLZX+M= L.
a

bZ

Ligningen for ellipsetangenten minder pa
denne form om selve ellipsens ligning

En ellipse er givet ved ligningen
2 2
x—z + y_z =1.
5 3

Punktet P(4,1.8) ligger pé ellipsen,
fordi punktets koordinater passer ind i

N)

4

—
N

A

a L
4x+5y—-25=0
P

\

|

ellipsens ligning:

£ 1,8

52+ 3 1.

o
N

-

En ligning for tangenten til ellipsen i punktet P(x,,y,) kan ifelge satning 5

) . X, X
bestemmes ved at indsztte i formlen —%-+
a

2V g,

b2

Ifelge ligningen er @ =5 og b =3. Vi kender ogsa reringspunktets koordinater.

Disse vardier indsattes:

4'x+1,8-y:

o 3 1.

For at omskrive denne ligning ganges med 5° og med 3° pa begge sider

P .4.x+5 1,8 y=3>.5.

Herefter reduceres til

4x+5y =25 eller 4x+5y—-25=0.

I eksempel 5 har vi benyttet saetning 5 til at bestemme en ligning for en tangent til en ellipse.
Vi har ikke givet et bevis for s@tning 5, men ved at arbejde med gvelse 10 kan den interesserede
leeser fa et bevis for setningen.
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Ovelse 10  Bevis for sztning 5
Fra setning 4 haves parameterfremstillingen for ellipsen

[x] (a : cos(t)}
= ) , 0<5r<L2m.
y b -sin(z)

Vi egnsker at finde ligningen for tangenten til ellipsen i punktet P(x,,y,), svarende til
parametervardien ¢, . Beviset udferes i en reekke trin.

1) Opskriv koordinatfunktionerne x(¢) og y(¢).
2) Bestem de afledede af koordinatfunktionerne.

Hastighedsvektoren er en retningsvektor for tangenten:

_ . [—a-sin(z)
o) _[ b-cos(?) ] '

3) Bestem normalvektoren n=v (?) for tangenten, og indse, at denne kan

omskrives til
—b
—x,
n=| ¢ ved at isolere cos(#) og sin(¢) i parameterfremstillingen.
—a
)
b 0

4) Indset nu den fundne normalvektor i linjens ligning, og forklar nedenstaende
udregninger linje for linje:

—b a
Xo(x=x0) ==y, (y—y,)=0
a b

b a
=Xy (x—x¢)+—y,(y—1,)=0
a b

bxx, bx,’ L D ay,’
a a b b
bxx, LY _ bx,’ . ay,”  Hjelp:

a b a b Dividér med a- b i alle led

2 2
XX, X,
Mo o _Xo o

2 2 2 2"
a b a b

Da P(x,,y,) er et punkt pé ellipsen, bliver hgjre side af ovenstdende ligning lig 1, s&
tangentens ligning bliver
XX , Yo
—r4+=2=1
a b

Opgave 7 En ellipse er givet ved ligningen

2 2

x|y
4 =1.
102 5°

a) Gor rede for, at punktet P(6,4) ligger pé ellipsen.

b) Bestem en ligning for tangenten til ellipsen i P.
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Opgave 8 2 2
Pe En ellipse er givet ved ligningen 1% 4 ;}—2 =1.
a) Tegn ellipsen i dit veerktejsprogram.

) /N b) Bestem en ligning for tangenten til ellipsen i punktet P(6, 6.4).

Ovelse 11 I denne ovelse underseger vi en interessant Denne ovelse kan springes over, hvis man
egenskab for tangenter til ellipser. i3 L6 6 ABETCALS oG [y

A

a) Indskriv ellipseligningen, opret skydere for
. P
halvakserne a og b, og tegn ellipsen. v
u

b) Bestem breendpunkterne F, og F,, og vlg \
et vilkdrligt punkt P(x,,»,) pé ellipsen.

[
v

F, F,
c) Tegn linjestykkerne PF, og PF,.

d) Tegn tangenten til ellipsen i P.

¢) Bestem vinklerne u og v. Figur til ovelse 11 og scetning 6

f) Velg et nyt punkt P, og iagttag veerdierne af de to nye vinkler u og v.

g) Variér halvakserne a og b med skyderne. Iagttag vardierne for de to vinkler.
Nedenstdende sztning 6, som ikke bevises, er en generalisering af resultatet i gvelse 11.

Satning 6  For et punkt P(x,,y,) pa en ellipse gelder, at vinklerne # og v mellem tangenten i P
og de to linjer gennem P og henholdsvis F, og F, er lige store.

Eksempel 6 En ellipse er givet ved ligningen 4
X2 yz \
—2 + —2 = 1
2° 1

Vi vil bestemme den spidse vinkel
v mellem tangenten til ellipsen i

punktet P(l, l\/gj og linjen F,
2

gennem P og et af breendpunkterne.

Brandpunkterne bestemmes ved
hjelp af setning 2: Den spidse vinkel v mellem tangenten og linjen

gennem P og breendpunktet F, er 33,69°.

F,(—/3,0) og F,(/3,0).
Vi benytter vektorregning til at bestemme vinklen. Der indsettes i formlen for cos(v):

~3-1) (V3-1
LN N LN Y
2 2

EENENR R NE) |

Vinklen ZF PF, udregnes til 112,62°. Ved figurbetragtning ses herefter, at

PF,-PF, _
| PF, |-| PF, | \/

cos(LF,PF,) =

v=§~(180°—112,62°) —33,69°.
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Opgave 9 22
Pe En ellipse er givet ved ligningen ;C—z 4 % =1.

a) Bestem koordinatsattene til de to brendpunkter F, og F,.

Punktet P(4,2.4) ligger pa ellipsen.

b) Bestem den spidse vinkel mellem tangenten til ellipsen i P og linjen gennem P
og ét af breendpunkterne.

Anvendelser af ellipser

Ellipsen har flere anvendelsesmuligheder. En vigtig anvendelse er i forbindelse med vores
solsystem, hvor planeterne bevager sig i ellipseformede baner omkring Solen. Tilsvarende vil
satellitter 1 kredsleb om Jorden bevage sig i cirkel- eller ellipseformede baner.

Vi skal her se pa en nyttig egenskab ved ellipsen: 4
refleksionsegenskaben.

Kort fortalt vil en strile, som udsendes fra det ene

braendpunkt, blive reflekteret i ellipsen (dette skal

forstas som refleksion i tangenten til ellipsen 1 det

pageldende punkt) og ramme det andet braendpunkt. F
Sendes mange straler ud i forskellige retninger, vil de
séledes alle ramme det andet brendpunkt. P4 den
made vil stralerne blive koncentreret i det andet
breendpunkt. Seetning 6 1 afsnittet om tangenter til
ellipser omhandler netop denne egenskab.

Dette princip anvendes for eksempel i en sakaldt
nyrestensknuser, som kan bruges ved behandling af
nyresten. En nyrestensknuser har form som det
omdrejningslegeme, der fremkommer ved at dreje et
stykke af en ellipse 360° omkring storaksen. Denne
rumlige figur kaldes ogsa en ellipsoide. Hvis man
anbringer en person, der har faet konstateret nyresten,
sd nyrestenen placeres i det ene braendpunkt, sé kan
man udsende chokbglger fra en kilde placeret i det
andet breendpunkt, séledes at bealgerne reflekteres i
ellipsoidens overflade og rammer preecist og samtidigt
i nyrestenen. Chokbglgerne, der er trykbelger af
ultralyd, skader ikke kroppen, nér intensiteten er lav,
men 1 breendpunktet, hvor bglgerne koncentreres, kan
de knuse nyrestenen i smé stykker.

v

Ellipsens refleksionsegenskab kan ogsa observeres,
hvis loftet i en bygning har form som en ellipsoide.
Ellipsens refleksionsegenskab ger, at en person, som
stér i ellipsens ene braendpunkt, tydeligt kan here
hvisken eller lav tale fra en person, som star i det andet
brendpunkt. Fenomenet kaldes Whispering Gallery
("hviskegalleri").

Andre personer, som ikke lige star i braendpunktet, vil
ikke kunne opfange lyden pa samme maéde.

Kilde: courses.lumenlearning.com/ivytech-collegealgebra/chapter/solving-applied-problems-involving-ellipses/
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Opgave 10 I bygningen Salt Lake Tabernacle kan
man opleve fenomenet Whispering
Gallery. I en model har et vandret tversnit b
af Salt Lake Tabernacle form som en 457 m
ellipse med centrum i (0, 0) og ’ a
halvakserne a og b langs henholdsvis
forste- og andenaksen. Se figuren.
Det oplyses, at Salt Lake Tabernacle er .
76,2 meter pa den lange led og 45,7 meter 76,2 m
pa den korte led.

v

a) Bestem en ligning for den ellipse, der beskriver modellen.
b) Bestem afstanden mellem de to breendpunkter.

En lydbelge udsendes fra et af breendpunkterne med retning mod punktet P(30, y,),
hvorefter den reflekteres fra veeggen. Med 2 decimalers nejagtighed er y, =14,009.

c) Bestem den spidse vinkel mellem lydbelgens retning og tangenten til ellipsen i
punktet P.

Satning 7  Ellipsens areal
Arealet 4 af en ellipse med halvakserne a og b er givet ved A=mn-a-b.

Opgave 11 Nogle af de romerske amfiteatre havde med tilneermelse en ellipseformet grundplan.
Roms store amfiteater Colosseum fra ca. 80 e.Kr. havde plads til op til 50000 tilskuere
og havde med tilneermelse en ellipseformet arena med storakse pé 87 meter og lilleakse
pa 55 meter.

a) Tegn i et veerktejsprogram en model af Colosseums arena med centrum i (0, 0)
og halvakserne a og b langs hhv. fersteaksen og andenaksen.

b) Bestem en ligning pa normalform for den ellipse, der beskriver modellen.

c) Bestem arealet af Colosseums arena.
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Parabel

P& samme made som for ellipser og

cirkler kan parablen defineres geometrisk.

Pa en parabel ligger alle punkter P i p

samme afstand fra et givet punkt /" som r
fra en given linje /.

Vi praeciserer dette i definition 3.

Definition 3 Parabel
En parabel med breendpunkt F og ledelinje [ bestéar af de punkter P, der har samme
afstand til F som til /.

Eksempel 7 Figuren viser den parabel, der er (2)
bestemt ved brendpunktet £'(0,1) og 4

ledelinjen y =-1.

o

Afstanden fra F til et punkt P pé
parablen er overalt lige sa stor som
afstanden fra punktet P til ledelinjen.

Ved hjlp af et veerktgjsprogram rr > (1
eller ved beregning ses, at parablen 1 > (1)
ovenfor har toppunkti (0,0) og kan y=—1 QF )

beskrives ved ligningen y = sz .

Vi viser her bestemmelsen af en ligning for parablen ved beregning.
Vi har tre punkter F'(0,1), P(x,y) og QO(x,—1). Ud fra definitionen pa parablen galder

ligningen | PQ|=| FP|.Vikan omskrive denne ligning med vores viden om, at
| PO |=\J(x—x)* +(y+1)* og | FP|=/x* +(y—1)* , dvs.
Y42y +1=x"+y* -2y +1

4y:x2
1,
y il

Opgave 12 En parabel med en ligning pa formen y =a-x” har breendpunkt i £(0,2) og ledelinjen

ffég I y=-2.

a) Bestem tallet a i ligningen for parablen.

Vi vil i resten af dette afsnit kun arbejde med parabler, som har toppunkt i (0, 0), og hvis ledelinje er
parallel med andenaksen.
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Eksempel 8 Vealger vi brendpunktet £ (1,0) og I (2)
ledelinjen x =-1, far vi en parabel med n
vandret symmetriakse.

. 1
Denne parabel har ligningen x = o . = -P/
Toppunktet er (0,0).
WF
¥ > (1)
1
x=-—1
Ovelse 12 a) Tegn parablen, der er bestemt ved braendpunktet F'(1,0) og ledelinjen x=-1,

ved hjzlp af dit veerktejsprogram.

b) Bestem en ligning for parablen ved hjzlp af et vaerktagjsprogram.

Setning 8  Ligning for en parabel pi formen )” = ax
En parabel med braeendpunkt F(4a,0) og ledelinje x =—+a er givet ved ligningen
Yy =an.
Denne ligning kaldes parablens ligning pa normalform.

Ovelse 13  Bevis for sztning 8
Vi ser pé en parabel med brendpunkt i [ (2
F(5a,0) og ledelinje /:x=—+a. 4
For overskuelighedens skyld satter vi

k=+a, dvs. a=4k. O(—k,y)

O

P(x,y)

P(x,y) er et punkt pa parablen, og QO er
projektionen af P pé ledelinjen /.

a) Gor rede for, at O har koordinaterne FE0) » (1)
O(=k,y).
b) Forklar folgende omskrivninger: ——k
[PF|=|PQ]
(x—k)’ +y* =(x+k)
XAk =2k + Y =x" +k* +2kx
¥ =4kx

2
Y =ax.
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Eksempel 9 En parabel er givet ved ligningen y* =4-x. Koordinatszttet til breendpunktet F er

. . 1
F(% . 4,0j = (1,0) , og ligningen for ledelinjen er x = — 4=-1.

Opgave 13 En parabel er givet ved ligningen y* =2x.

a) Bestem koordinatsettet til parablens brendpunkt.

b) Bestem en ligning for ledelinjen.

Eksempel 10 Ep parabel med en ligning pa formen y* =a-x har breendpunkt i F(3,0) og ledelinjen
I x=-3.

Vi kan omskrive ferstekoordinaten til breendpunktet F, s& vi kan anvende satning 8 til
at bestemme tallet a:

(3,0)= (1-12,0)
4
Vi har ud fra formlen for breendpunktet bestemt, at a =12, og tjekker med formlen for

ledelinjens ligning: x = —i -12 =-3. Vi kan konkludere, at ligningen for parablen er

2
y =12-x.
Hvis braendpunktet F har en negativ forstekoordinat k£ og ledelinjen har ligningen
x=—k, s& er metoden til bestemmelse af a i parablens ligning y* =a-x den samme.

Opgave’ 14  En parabel har braendpunkt i (3,0) og ledelinjen /:x=—-3.

2

ki r: a) Tegn parablen ved hjzlp af dit varktejsprogram.

/ \

b) Bestem en ligning for parablen pa normalform.

Parabler kan ogsa fremkomme som grafer for parameterfremstillinger, se nedenstaende tabel.

Ligning Parameterfremstilling

reat | 1))
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Tangent til parabel

Eksempel 11 v/j starter igen med at se pa en parabel pa formen y =ax’. Hvis vi vaelger a =35, s
kan vi fx bestemme en ligning for en tangent til parablen i punktet P(3,45) ud fra
vores viden om differentialregning. Vi har y’'=10x, s& heldningen for tangenten i P
er y' =30.
Vi indsetter i tangentens ligning og far y =30 - (x —3) + 45. Denne argumentation kan

vi generalisere for en tangent til parablen med ligningen y = ax’i punktet P(x,,y,). Vi
fér da tangentens ligning til y = 2ax, - (x — x,) + ¥,.

Opgave 15 En parabel er givet ved ligningen y=4-x".
a) Vis, at punktet P(3,36) ligger pa parablen.
b) Bestem en ligning for tangenten til parablen i punktet P(3,36).

Sezetning9  Parabeltangent for parabel pa formen )” = ax
Lad P(x,,y,) vere et punkt pa en parabel med ligningen y* = ax.
Hvis P(x,,y,)# (0,0), dvs. hvis P ikke er toppunktet, sd er en ligning for tangenten til
parablen i P givet ved

1
YW =Ea(x+x0).

Tangenten i O(0, 0) har ligningen x =0 (beviset for dette specialtilfelde er udeladt).

Bevis
Forst differentieres »° = ax ved brug af regnereglen | Da punktet P(x,,y,) ligger pa parablen, galder det
om sammensat funktion at y,” =a-x,, hvorved vi far
2y-y'=a. a
. ' . Yy, ==(x—x,)+a-x,.
For at bestemme haldningen i (x,, y,) isoleres )’, 2
og disse koordinater indszttes Vi ganger forst ind i parentesen
o a a a
J/—zy . J"J’OZE'X_E‘XOJ”J'XO .
0
Nu indsettes dette udtryk for heeldningen i De sidste to led reduceres til ét led
tangentens ligning pa formen u u
, Vo= X+—X,.
Y=L =5) + f (x): Y Ey
Y= 2_yo(x ~X)* o Til sidst sattes 5 uden for en parentes

Der ganges igennem med y,, og der reduceres

ay,

a
Y-Yo :E(x"'xo)-
Y Vo= )

(x—xp)+ 02
0 Dette er det gnskede resultat.

a
y-yo=5(x—xo)+yoz-
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Ovelse 14 ()
A

a) Vealg et punkt P pa parablen x = y*, og bestem ligningen for parablens
tangent i dette punkt.
b) Punktet O er projektionen af P pa ledelinjen.

Bestem vinklerne « og f mellem tangenten og linjestykket PO, og
tangenten og linjestykket PF.

c) Velg et nyt punkt P pa parablen, og kommentér storrelserne af de to fundne
vinkler.

Saetning 10 Tangenten i et punkt P(x,,y,) pa parablen halverer ZFPQ , hvor F er breendpunktet
og QO er projektionen af P pa ledelinjen.

. > (1)
F

En vigtig konsekvens af s@tning 10 er, at den spidse vinkel mellem tangenten i punktet P og linjen
gennem P og F er lige sa stor som den spidse vinkel mellem tangenten og en linje gennem P parallel
med forsteaksen.
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Eksempel 12 En parabel er givet ved ligningen
Yy =4-x.

Punktet P(1,2) ligger pa parablen, da 2° =4-1 og en ligning for tangenten i P kan
bestemmes ud fra s&tning 9, x, =1 og y, =2 ved indsattelse

1
D=—4(x+1
y > (x+1)

y=x+1.

Opgave 16  En parabel er givet ved ligningen y* =—5-x.
a) Argumentér for, at punktet P(-5,5) ligger pa parablen.

b) Bestem en ligning for tangenten til parablen i punktet P(-5,5).

Opgave 17  En parabel er givet ved ligningen y° =3-x.

a) Bestem koordinatsettet til breendpunktet F.
b) Bestem en ligning for tangenten til parablen i punktet P(3,3).

c) Bestem den spidse vinkel mellem tangenten i punktet P(3,3) og linjen gennem
punkterne P og F.

Anvendelser af parabler

En parabol er en flade, som fremkommer ved at dreje en parabel 360° om symmetriaksen, ogsé
kaldet en paraboloide. Paraboloiden har samme refleksionsegenskaber som parablen. En
parabolantenne kan derfor opfange indkommende (parallelle) signaler, som reflekteres og samles i
breendpunktet, hvor man sa placerer en modtager til at registrere signalerne.

Nér vi ser pa anvendelser af parablen, sé er refleksionsegenskaben lige sé vigtig som for ellipsen.
I parablens tilfzelde bevirker refleksionsegenskaben, at straler, der udsendes fra braendpunktet vil
blive reflekteret i parablens tangenter pé en sddan méde, at stralerne efter refleksionen vil vaere
parallelle med parablens symmetriakse. Dette udnyttes eksempelvis i lygter.

Omvendt vil straler, som er parallelle med symmetriaksen, reflekteres i parablens tangenter, sé de
alle rammer brandpunktet efter refleksionen. Det er denne egenskab, man udnytter i for eksempel
parabolantenner.
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Opgave 18 En bestemt billygte har form som en paraboloide.

> (1)

Kilde: Jariautoudstyr.dk

Et tvaersnit af en billygte kan i en model beskrives ved en liggende parabel, som har
toppunkt i 7(0,0). Laengdeenheden i koordinatsystemet er cm.

Det oplyses, at paren er placeret i brendpunktet £, og at afstanden fra paeren til
toppunktet er 2,5 cm.

a) Benyt modellen til at bestemme en ligning for den parabel, som beskriver
billygten.

b) Bestem en ligning for tangenten til parablen i punktet P med forstekoordinaten
x =8 og med andenkoordinaten y > 0.

c) Bestem den spidse vinkel mellem tangenten til parablen i punktet P og linjen
gennem punkterne P og F.
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Indstiksark til formelsamlingen

Den generelle andengradsligning i to variable F(I1)  AxX*+Bxy+Cy* +Dx+Ey+F =0

)

/ r

Cirkel
Ligning p& normalform for cirkel med centrum C(0,0) F(2) x2 N y _1
og radius r PO
(2)
A
b
a
> (1)
& )
Ellipse
Areal 4 af ellipse med halvakser a og b F3) A=m-a-b

Ligning p& normalform for ellipse med centrum

Xy
C(0,0), den halve storakse a og den halve lilleakse b F(4) e + b =1

Koordinatseet til breendpunkter for ellipse med centrum (_ [ 2 ) ( Y )
C(0,0), den halve storakse a og den halve lilleakse 5~ T ) Ti{=va =67.0) og £5{Na" =570

Ligning for tangenten i1 punktet P(x,,,) til ellipsen
med centrum C(0,0), den halve storakse a og den halve F(6)
lilleakse b
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Ligning p& normalform for parabel med ledelinje

_ 2
T F(7)  y=ax

4.a
Koordinatseet til brendpunkt for parabel med ledelinje

1

1 F|0,—

l: y=—— F(8) [’4aj
4-a

)

»(1)
F(5a,0)

Parabel

Ligning p& normalform for parabel med ledelinje s
[: x=—1a FO) yi=ax

Koordinatset til brendpunkt for parabel med ledelinje
I x=—1lg F(10) F(54,0)
: 4

Ligning for tangenten til parablen med ligningen ) = ax

1
F(11 Vo=za-(x+x)
i punktet P(x,,,) D7 2 ’
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Bilag 1: Keglesnit i Nspire

Nar man skal tegne keglesnit i TI-Nspire, er der flere forskellige méader at gore det pa.

Tegning af graf for keglesnit ud fra oplysninger om keglesnittets ligning.
Hvis man har ligningen for et keglesnit, enten pd normalform eller som den generelle andengradsligning,
indtaster man denne ligning under menupunktet Grafindtastning/rediger - Relation.

Grafer og Geometri 3
4 1:Handlinger 4
2:\is 4

l% 3:Grafindtastning/Redigér

Q 4:Vindue/Zoom

o~

Man kan ogsa benytte sig af programmets menupunkt Grafindtastning/Rediger-Ligningsskabeloner og valge
Parabel, Cirkel, Ellipse eller Keglesnit.

Grafer og Geometri

b

-

4 1:Handlinger

g 2vis »

l%g:Graﬁndtastning}F{Edigér P UL 1:Funktion

Q 4:vindue/Zoom 4 j;v 2:Relation

I’E -

i\”u S:5par P gning —P‘I:Linje ’

‘Q 6:Undersggq grafer 8 ﬁlmparameterrremstming {l}g;parabel ,

— O . L

EH 7:Tabel » | 4 5:Poleer ligning Pracike

@ 8:Geometri v | | 6:Punkiplot $4:Ellipse ,

£} o:indstillinger ... v E?iListeffoDrmel C }|€5:Hypernel '
|:| 8:Differentialligninger J;"E_r B:Keglesnit *

T

Tegning af graf for keglesnit ud fra oplysninger om parameterfremstillingen
Hvis man har parameterfremstillingen for et keglesnit, indtaster man det tilsvarende i
Grafindtastning/rediger - Parameterfremstilling.

Grafer og Geometri -3
4 1:Handlinger b
g 2:vis ¢
l%g:Graﬁndtastning}F&edigér H L 1:Funktion

Q 4:Vindue/Zoom

-
)
il
-]
=i}
=
(=]
o |

-

"_\-.: 5:Spor Q} 3:Ligningsskabeloner ¢

d 6:Undersgyg grafer 4 4:Parameterfremstilling
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Tegning af graf for keglesnit ud fra geometriske oplysninger.
Hvis man har geometriske oplysninger, skal man anvende Geometri - Figurer.

Grafer og Geometri S

$ 1:Handlinger L4

2:Vis »

ﬁE.'g:Grafindtastninngedigér L

Q 4:Windue/Zoom g

":: S:Spor r

'd 6:Undersgg grafer 4

EH 7:Tabel v
|E 8:Geometri *| =« 1:Punkter og linjer » |

£} o:indstillinger ... v () 1:Cirkel

%, F:Malinger v A 2:Trekant
_l_4:K0nstruk‘tiun *| 11 2:Last rektangel

.+* S:Transformation + | -7 4:Falygon

T:_? S:Reg. Polygon
(s &:Ellipse

9 7:Parabel

6

9 g Hyperbel

C_",‘- 9:Keglesnit gennem fem punkter

Herefter veelger man, hvilket keglesnit man vil tegne:

Cirkel: Afszt forst centrum og derefter et punkt, der ligger pé cirkelperiferien, eller afsat centrum, og skriv
maélet for radius.

Ellipse: Afsat forst de to breendpunkter og derefter et punkt pé ellipsen.

Parabel: Afsat forst breendpunktet og derefter ledelinjen. Hvis ledelinjen indtastes som en relation eller en
funktion, skal man tegne en geometrisk linje oveni. Herefter markeres forst breendpunktet og derefter
ledelinjen.

Keglesnit gennem 5 punkter: Afsat 5 punkter, som ligger pa grafen for keglesnittet.
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Tangenter til keglesnit

For at bestemme en tangent til
et keglesnit benyttes
skabelonen Figurer fra

Geometri.

Man tegner forst det onskede
keglesnit og indsetter sa
reringspunktet P pé

keglesnittet.

+Tl 9:Indstillinger ...

@ 1:Punkter og linjer * l

\

N
S

-10

{\’ 3:Malinger ’
Zk 4:Konstruktion ’

« ® 5. Transformation  *

A 2:Trekant

[ 3-Lost rektangel
17 4Polygon

(*) 5Reg. Polygon
(9 6:Ellipse

| 7Parabel

) & Hyperbel

0 9:Keglesnit gennem fem punkter

En ligning for tangenten kan bestemmes ved at hejreklikke pa tangenten og vaelge
Koordinater og ligninger

Areal af cirkel eller ellipse

Onsker man at bestemme arealet af cirklen eller ellipsen, skal figuren forst tegnes og ved brug af

skabelonen fra Geometri vaelges menupunktet Mdlinger.

Grafer og Geometri

4 1 Handlinger

ﬁ 2Mis

I | - e
7 3:-GrafindtastningRedigér
Q, 4 vinduarZoom

1\ Sispor

'Q £:Uindersgg grafer

FH 7.Tabel

‘ 8- 8 Geometr

{3 3 indstitinger

= 1:Punkter og linjar

E Z-Figurer

1 4:Konstruktion

" S Transformation

¥

¥

]

Omskrivning af cirkelligning til normalform

Hvis en cirkel er beskrevet ved den generelle andengradsligning, kan man fa hjelp af kommandoen

completeSquare til at udfere omskrivningen til normalform:

‘*\Q 1:L=ngde

‘::'/”' 3:H=ldning

o dcvinkel

,-".; S:Winkel mellem bnjer

completeSquare (x2—2-x+y2+2-y+2=25,x,_y) r (x—1)2+(y+1)2=25

Herefter kan man dividere ligningen med 25 for at bringe den pa normalform.
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Bilag 2: Keglesnit i Geogebra

For at tegne keglesnit ud fra en ligning i Geogebra indtastes ligningen direkte 1 input-feltet.

Input: y*2=4x

Keglesnit
® ligningl: y* = 4x

5

4

-

[

DORENRNOEHRNEER

ligning1
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Hyvis figurer skal tegnes ud fra geometriske oplysninger, som f.eks. breendpunkter og ledelinje bruges
skabelonen:

R AL OIR £ N =2

Input: Parabel
b Algebra vindue X |» Tegneblok Punkt og ledelinje

Keglesnit ligning1
® oy -12x=0
Linje P
® ligning1: x =-3
Punkt
® F=(3,0)

-5

Ligningen for keglesnittet skrives i Algebra vinduet.
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For at bestemme tangenter til keglesnit benyttes skabelonen:

[R1[A] -1 1AL ] (O O] <) [N [2=2] [ ]

Input: Tangenter

T NS Klik forst pa et punkt eller linje, sd pa en cirkel, et keglesnit eller en funktion -

3

I Geogebra kan du skifte mellem de forskellige former ligningen for et keglesnit. De kan skrives pa ved at
hejreklikke pa keglesnittet i Algebra vinduet.

DR NGE P NEE

Input:
» Algebra vindue x ¥ Tegneblok

Keglesnit
@ ligningt: x* /16 +y* /4=1

Ellipse ligning1 G

Ligningax*+bxy+cy*+dx+ey=f
Ligning (x - m)*/ a* + (y -n)*/ b* = 1
vis objekt

vis navn

Teend spor

Omdab pm——
Slet igning1

& R N2

Egenskaber ...
| - -1 -8 -5

-3
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Bilag 3: Keglesnit 1 Maple

Indlaes forst alle de nadvendige pakker, herunder Gym-pakken, s& der ogsa er adgang til Gym-pakkens
kommandoer:

restart,

with(Gym) :

with( plots) :

with(geometry) : EnvHorizontalName :=%" _EnvVerticalName ="
with( Student[ Precalculus]) :

Nu kan man ved hjelp af implicitplot tegne keglesnit ud fra en ligning:

el == —52 + —'22 =1
2 2

X Y _
el : 25+4 1 1

implicitplot(el,x=-5..5,y=-5..5, scaling = constrained)

-4 -2 0 2 4

X

Ud fra ligningen for keglesnittet kan man fa oplysninger om fx stor- og lilleakse samt breendpunkter ved hjelp
af kommandoerne conic og detail:

conic(keglesnit, el)

keglesnit )
detail ( keglesnit)
name of the object keglesnit
form of the object ellipse2d
center [0,0]

foci [[-v2T. 0] [V2T, 0]]

length of the major axis 10

(&)

length of the minor axis 4

2 2

equation of the ellipse L

25 4

Man kan definere skydere til undersggelse af keglesnit. I eksemplet herunder oprettes ved hjelp af
kommandoen Explore en skyder til hver af parameterene A og B i en generel andengradsligning, hvor C=D =
E=1logF=-1I:

Explore( plots:-implicitplot(Ax> + Bxy +1? +x+y—1=0,x=-5.5,y=-5..5, scaling = constrained, view
=[-5.5-5.51),parameters = [ [A=-3.3], [B=-3.3]])
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En ellipse kan defineres og tegnes ud fra sine breendpunkter '/ og F2, og et punkt Q pa ellipsen ved hjelp af
kommandoen ellipse:

point(F1,-3,0) :point(F2,3,0) :point(Q,2,2) :

ellipse(e2, [ foci'= [F1, F2],distance'= distance( F1, Q) + distance(F2,0)1]) :
Equation(e2);

(829 5 —=8) ¥+ (-1+29J5) (V29 /5 +9) "+ (-1 +/29 J/5) ( @
-4J29 /5 —68) =0

draw([e2, F1, F2, Q], printtext = true);
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-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Med kendskab til stor- og lilleaksen kan man finde en ellipses ligning og tegne den. Ligningen findes med
kommandoen ellipse sammen med oplysninger om MajorAxis, som er en liste med de to endepunkter 47 og
A2 pé storaksen, og MinorAxis, som er en liste med de to endepunkter B/ og B2 pé lilleaksen:

point(A1,-12,0) : point(A2,12,0) : point(B1,0,-2) : point(B2,0,2) :

ellipse(e3, [ ' MajorAxis= [Al, A2],MinorAxis= [Bl, B21]);

e3 &)
draw([e3, 41,42, Bl, B2], printtext = true);

10 B
Arealet af ellipsen kan bestemmes med kommandoen area:

area(e3)

241 (6)

For en parabel bestemt ud fra brendpunkt og ledelinje kan ligningen bestemmes med kommandoen parabola
med oplysninger om focus, som et punkt F, og directrix, som ledelinjen /:

point(F,0,-1) :
line(l,y=1) :
parabola(pl, [ focus= F,'directrix=1]) :
Equation(pl);
X +4y=0 )
draw([pl, 1, F), printtext = true, view = [ -4 .4,-4 .41, numpoints = 500);

¥

302 -1 0T 2734
For at tegne og undersgge vinkler mellem tangenten til et keglesnit med forskellige linjer kan man benytte
kommandoen draw:
En parabel P er fx givet ved

conic(P,y2 =5x):

5 5
Ved hjelp af detail(P) findes, at parablen har breendpunkt i ( e O) og ledelinje x + i 0. Punktet
R(5,5) ligger pé parablen.
Nu defineres punkterne F og R:
5
point(F, e O) :point(R,5,5) :
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og linjerne for henholdsvis tangenten i R(5,5), ledelinjen for parablen, den vandrette linje gennem R, og linjen
gennem F og R:

1 5
line(langentiR,y-S =5 S-(x+5), [x,y]) : line(ledelinje,x + i Oj : line(lvandret,y=15) :
line( linjegennemFogR, [ F,R]) :

Herefter kan der tegnes:

draw([ P, F, R, tangentiR, ledelinje, lvandret, linjegennemFogR |, numpoints = 500, color = [ red, orange, pink,
blue, black, yellow, green],view = [ =10 ..10,-10 ..10 ], printtext = true)

16

5 L~

o 7
-4
o 7 7 ; ™
Vinkler mellem linjer kan nu underseges med kommandoen FindAngle:
180
afrund (F indAngle(linjegennemFogR, tangentiR) - i )
26.57 @3

Hvis en cirkel er beskrevet ved den generelle andengradsligning, kan man fé hjelp af kommandoen
CompleteSquare til at lave omskrivningen til normalform:

CompleteSquare( P —2x+y+2p+2= 25,x,y)
v+ 1)+ (x—1)°=25 Q)

Herefter kan man dividere ligningen med 25 for at bringe den pa normalform.
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